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ΘΕΜΑ  Α 
  Α1 . Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση    νχ χf : f   , όπου  ν   , είναι παραγωγίσιμη στο   ∗

  
         και  ισχύει :     ν 1χ  ν χf        .                                                                            Μονάδες 5            
 
Α2 . Να διατυπώσετε τον κανόνα αλυσίδας .                                                               Mονάδες 4    
 
Α3 . Να δώσετε τους ορισμούς του τοπικού και του ολικού μεγίστου μιας συνάρτησης f  με πεδίο   
       ορισμού Α .                                                                                                           Mονάδες 6    
 
Α3 . Θεωρήστε τον παρακάτω ισχυρισμό : 
        « Αν μία συνάρτηση f  ορίζεται σε ένα σύνολο της μορφής    0 0α , χ χ  , β  και υπάρχει το   

          
0χ  χ

i m  f χ

 , τότε ισχύει η ισοδυναμία :    

0 0χ  χ χ  χ
im  f χ im f χ
 

       , όπου   . » 

        α . Να χαρακτηρίσετε τον παραπάνω ισχυρισμό γράφοντας στο τετράδιό σας το γράμμα Α ,  
            αν είναι αληθής , ή το γράμμα Ψ , αν είναι ψευδής . (μονάδα 2) 
        β . Να αιτιολογήσετε την απάντησή σας στο ερώτημα α . (μονάδες 8) 
                                                                                                                                    Μονάδες 10 
 

 
              
ΘΕΜΑ Β 
 
Έστω μία μη σταθερή συνάρτηση f ορισμένη στο   και με σύνολο τιμών το 
    1f  ,  1    ,

e
       


 .   

 
Β1 . Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση f  δεν είναι συνεχής στο   .                    Μονάδες 3 
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Στο παρακάτω σχήμα δίνεται η γραφική παράσταση της συνάρτησης f . 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
                                                                 
 
 
 
Β2 . Να βρείτε το πλήθος των λύσεων της εξίσωσης :   f χ λ  , για τις διάφορες τιμές της    
       παραμέτρου λ   .                                                                                      Μονάδες 6 
 

Έστω ότι ο τύπος της συνάρτησης f είναι :  
 
 2

α χ nχ  ,  χ 0 ,+
f χ

 α χ β   ,  χ  ,  0   

        



, 

 όπου α , β   . 
 
Β3 . Να αποδείξετε ότι : α = β = 1  και , στη συνέχεια , να αποδείξετε ότι υπάρχει μοναδικός  
      αριθμός ξ 0  , τέτοιος , ώστε η εφαπτομένη της fC  στο σημείο  της   ξ , f ξ  να είναι   
      παράλληλη στην ευθεία :        ε e 1 ψ χ 2020 0       .                     Mονάδες 8  
 
B4 . Να ορίσετε τη συνάρτηση f   και να χαράξετε τη γραφική της παράσταση στο  
       ορθοκανονικό σύστημα αξόνων .   Δίνεται ότι :  

χ  0
im χ nχ 0


     .       Μονάδες 8 
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ΘΕΜΑ Γ 
Δίνεται οι συναρτήσεις f  , F   ορισμένες και παραγωγίσιμες στο για τις οποίες ισχύουν τα εξής :  

•    F χ f χ   , για κάθε χ    . 
•        χχ 2 f χ 1 e f χ 0F        , για κάθε χ    . 

•  0 0F  ,   1f 0
2

  . 

Θεωρούμε επίσης τη συνάρτηση  g  με τύπο :  

 F χ
 ,  αν  χ 0

χg χ
1      , αν  χ = 0  
2

 

 . 

 

Γ1 . Να αποδείξετε ότι    χ

χχ
e 1

F 


 , για κάθε χ     .                              Μονάδες  9 

Γ2 . Να αποδείξετε ότι η  συνάρτηση F  έχει μοναδικό ακρότατο στη θέση 0χ = χ  και να 

  βρείτε το είδος του ακροτάτου . Δίνεται ότι :   0χ

χ
im χ e


   .           Μονάδες  5 

Γ3 . Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση g αντιστρέφεται και να ορίσετε τη συνάρτηση 1g   . 
                                                                                                                       Μονάδες  3 
Γ4 . Να αποδείξετε ότι οι γραφικές παραστάσεις των συναρτήσεων g και  1g   έχουν  

 μοναδικό κοινό σημείο .                                                                           Μονάδες 8 
 

ΘΕΜΑ Δ 
Θεωρούμε την δύο φορές παραγωγίσιμη συνάρτηση f : → 

, για την οποία ισχύει : 
( ) ( )f χ f χ′′ = , για κάθε χ∈  με ( )f 0 1=  και ( )f 0 0′ =  

Δ1 . Nα αποδείξετε ότι : ( )
χ χe ef χ

2

−+
=  .                                                    Μονάδες 7                 

Δ2 . Nα λύσετε την εξίσωση : ( ) 1f χ ημχ
2

′ = ⋅  .                                           Μονάδες 4 

 
Δ3 . Θεωρούμε μία συνάρτηση  g : →   , γνησίως αύξουσα στο  , όπου ( )g =  .   
      (α) Αν για μία συνάρτηση  h : →   ισχύει : ( )( ) ( )( )h g χ χ g h χ≤ ≤  , για κάθε χ ∈ ,  
          να αποδείξετε ότι : 1h g−=  .                                                               Μονάδες 3  
     (β) Θεωρούμε μία συνάρτηση φ : →   για την οποία ισχύει : ( )( ) ( )( )φ f χ χ f φ χ′ ′≤ ≤ .  
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  Να αποδείξετε ότι : ( ) ( )2φ χ n χ χ 1= + +  και ότι η φ  είναι συνεχής στο  .  
                                                                                                                     Μονάδες 4 
Δ4 . Θεωρούμε τη συνάρτηση  

( ) χF: F χ  β f
β

 
= ⋅  

 
,  όπου β 0>  , σταθερός 

αριθμός .   
(  Σχόλιο : Η καμπύλη της συνάρτησης F  στο 
επίπεδο είναι γνωστή ως « αλυσοειδής 
καμπύλη » (η γραφική της παράσταση 
απεικονίζεται στο διπλανό σχήμα) και 
αποτέλεσε  στόχο επίλυσης ενός από τα 
κλασικά προβλήµατα των µαθηµατικών , του 
οποίου η λύση δόθηκε από τους μαθηματικούς  
C. Huygens, G. W . Leibniz και J. Bernoulli : 
«Να βρεθεί η καµπύλη η οποία σχηµατίζεται 
από ένα σχοινί που κρέµεται ελεύθερα από δύο 
σταθερά σηµεία» .) 
 
Έστω ( )( )χ ,  F χΜ  ένα τυχαίο σημείο της FC  και ΜΗ  το κάθετο τμήμα από το σημείο Μ προς 
τον άξονα  χ χ′  .  
 (α) Να αποδείξετε ότι η συνάρτηση F αποτελεί λύση της (διαφορικής) εξίσωσης :  
          ( ) ( )( )2

β F χ  1 F χ′′ ′⋅ = +  .                                                                           Μονάδες 3 

(β) Να αποδείξετε ότι το μήκος ( )ΜΡ  της προβολής του τμήματος πάνω στην κάθετη της   
     εφαπτόμενης της FC  στο σημείο Μ  είναι σταθερό και ίσο με β . 
                                                                                                                             Μονάδες 4 
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                                          (ΜΕ ΒΑΣΗ ΤΗ ΝΕΑ ΕΞΕΤΑΣΤΕΑ ΥΛΗ )  

 
ΘΕΜΑ  Α 

  Α1 .  Για κάθε   χ ∗∈   ισχύει :   
    ν  ν ν 1

 ν ν 1
 ν  2 ν  2 ν

1 χ 1 χ1 νχ ν χ
χ χ χ

 
  

 

              
  , άρα   

              ν 1χ  ν χf     . 
Α2 . Αν μια συνάρτηση  g  είναι παραγωγίσιμη σε ένα διάστημα   και η συνάρτηση f είναι   

       παραγωγίσιμη στο  g   , τότε και η συνάρτηση f g  είναι παραγωγίσιμη στο και  

       ισχύει :         f g f g χ g χ     . Δηλαδή αν  u g χ , τότε παίρνουμε    

          f u f u u    . Με το συμβολισμό του Leibniz , αν   ψ f u  και  u g χ  , 

       έχουμε τον τύπο : 
dψ dψ du
dχ du dχ

   (όπου το σύμβολο 
dψ
dχ

 δεν παριστάνει κάποιο πηλίκο) , που   

       είναι γνωστός ως κανόνας της αλυσίδας .  
 
Α3 .  Μια συνάρτηση f  με πεδίο  ορισμού Α  θα λέμε ότι παρουσιάζει στο 0χ ∈Α  : 

     τοπικό μέγιστο  το  0χf , όταν υπάρχει δ 0>  τέτοιο ώστε    0χ χf f  για κάθε   

     ( )0 0χ χ δ ,  χ δ∈Α∩ − +  . 

     ολικό μέγιστο  το  0χf , όταν    0χ χf f  για κάθε  χ∈Α  . 
Α3 .  1η Περίπτωση : Aν 0  , τότε ο παραπάνω ισχυρισμός είναι αληθής , διότι   

          
0 0 0χ  χ χ  χ χ  χ

im f χ 0 im  f χ im f χ 0
  

       . Αντίστροφα , αν ισχύει  
0χ  χ

im  f χ 0


  , και από    

    γνωστή ιδιότητα των απολύτων τιμών :       f χ f χ f χ    , τότε από κριτήριο παρεμβολής  

    προκύπτει ότι :  
0χ  χ

im f χ 0


  .  

2η Περίπτωση : Aν 0  , τότε ο παραπάνω ισχυρισμός είναι ψευδής , διότι αν θεωρήσουμε τη 

συνάρτηση     
2

2

χ 1  ,  χ 1
f : f χ

1 χ    ,  χ < 1  

   
και  0χ 2= −  , τότε ισχύει :  

χ  2
im f χ 3 0
 

   , αλλά

   
χ  2 χ  2

im f χ im f χ 3
   

    .  
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ΘΕΜΑ Β 
 
Β1 . Έστω ότι η συνάρτηση f  είναι συνεχής στο   .  Από γνωστή πρόταση του βιβλίου (σελ . 76)  
, αφού είναι και μη σταθερή , το σύνολο τιμών της θα είναι ένα διάστημα κι όχι ένωση 
διαστημάτων, άρα άτοπο από την υπόθεση , οπότε η συνάρτηση f  δεν είναι συνεχής στο   .        
 
Β2 . Από το παραπάνω σχήμα εύκολα μπορούμε να συμπεράνουμε τα εξής :   

• Για λ 1  , η  εξίσωση :   f χ λ  έχει μοναδική λύση . 

• Για 11 < λ <
e

   , η  εξίσωση :   f χ λ  είναι αδύνατη . 

• Για 1 λ =
e

   , η  εξίσωση :   f χ λ  έχει μοναδική λύση . 

• Για 1  < λ < 0
e

  , η  εξίσωση :   f χ λ  έχει δύο λύσεις . 

• Για  λ = 0   , η  εξίσωση :   f χ λ  έχει μοναδική λύση . 
• Για  λ > 0   , η  εξίσωση :   f χ λ  έχει μοναδική λύση . 

 
Β3 .  Από το σχήμα έχουμε  f 0 1 β 1    και   

   
1 1 1 1 1f α n α 1 
e e e e e

                  
 , οπότε ο τύπος της συνάρτησης  f είναι 

:  
 
 2

  χ nχ   ,  χ 0 , +
f χ

χ 1   ,  χ  ,  0   

      



.  Αρκεί να αποδείξουμε ότι υπάρχει μοναδικό ξ 0  :   

        ε
1f ξ λ

e 1
  


 . H συνάρτηση f είναι συνεχής στο  

1  ,  1
e
 
 
  

 και παραγωγίσιμη στο 

1  ,  1
e

     . Από το  Θ.Μ.Τ του Διαφορικού Λογισμού θα υπάρχει ένα τουλάχιστον 
1ξ  ,  1
e

      : 

 
 1 1f f 1 0 1e ef ξ 1 1 e 11 1

e e

         
 

 . Επειδή   f χ nχ 1  
 , για κάθε χ 0  με 

  1f χ 0
χ

    , άρα η συνάρτηση f   είναι γνησίως αύξουσα στο  0 ,  +  , άρα το ξ 0  

είναι μοναδικό .  
 
B4 .  Η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιμη στο  0 ,  +  ως γινόμενο παραγωγισίμων  

     συναρτήσεων με  f χ nχ 1  
 και παραγωγίσιμη στο   , 0  ως πολυωνυμική  με   
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      f χ 2 χ    . Επειδή ισχύει :    

        
χ  0 χ  0 χ  0

f χ f 0 χ nχ + 1 1im im im χ nχ + 1
χ 0 χ χ    

                  



    , αφού   

  
χ  0

im χ nχ 0


    και 
χ  0

1im
χ
 , άρα η συνάρτηση f δεν είναι παραγωγίσιμη στο 

0χ 0 , οπότε ορίζουμε τη συνάρτηση f   ως εξής :    
nχ 1 ,  χ > 0

f χ
2 χ    , χ < 0

   

   με γραφική 

παράσταση στο ορθοκανονικό σύστημα αξόνων την εξής :                                                                    
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
ΘΕΜΑ Γ 
Γ1 . Έχουμε :  
             

                  

           

          

χ
χ

χ χ χ χ

χ  0
χ χ χ χ

χ χ
1 1

1χ 2 f χ 1 e f χ 0 χ 2 χ 1 f χ 0
e

e χ χ e χ f χ f χ 0 e χ e f χ + f χ 0

e χ e f χ + f χ c c 1 , άρα , e χ e f χ + f χ 1

e χ χ χ e χ χ χ c  ,  c  ,  άρα για χ

F F F

F F F F

F F

F F F F





                 

              

            

          



 





     
χ

1

e 1  0
χ

χ

0 c 0

χe 1 χ χ χ  , χ  .
e 1

F F
 

   

      




 

Γ2 . Έχουμε :  
 2

1
1

χ χ

χ

e χ eF χ
e
   


  . Θεωρούμε τη συνάρτηση   1χ χh : h χ e χ e     , 

παραγωγίσιμη στο   ως άθροισμα και γινόμενο παραγωγισίμων συναρτήσεων με 
  0 0χh χ χ e χ  .       Η συνάρτηση     , 0 0 ,h    και       , οπότε 

παρουσιάζει στο 0 χ 0  τοπικό μέγιστο το   2h 0   . Έχουμε : 
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   1 1χ

χ χ
im h χ im e χ

 
          και   1 1χ χ

χ χ
im h χ im e χ e

 
          , διότι 

0χ

χ
im e


 και ισχύει   0χ

χ
im χ e


   . 

 Άρα          , 0 1 , 2 0 , , 2h   =    και  h         . Λόγω μονοτονίας της 

 0 ,h στο    και επειδή   0 ,0 h     υπάρχει μοναδικό 
     0 , : 0 00 0 0χ    h χ F χ      .  

Για        0 0
h

0 0 0 0χ > χ h χ  <  h χ F χ F χ  ,     


  . 

Για        0 0 0 ,
h

0 0 0 00 < χ  χ h χ    h χ F χ F   χ      


  , άρα στη θέση  

0χ = χ   η συνάρτηση F  παρουσιάζει τοπικό μέγιστο . 
 

Γ3 .  Ισχύει :  

 

  χ

F χ
 ,  αν  χ 0

1χg χ g χ  , χ
e 11      , αν  χ = 0  

2

     

  ,  η οποία είναι παραγωγίσιμη 

στο    με  
 

χ

2χ

eg χ < 0 ,  χ
e 1

για  κάθε   


  , οπότε η συνάρτηση g είναι γνησίως  

φθίνουσα , άρα και  1 1  στο    , οπότε αντιστρέφεται . Θέτουμε 

   χ χ
χ

1g χ ψ ψ e 1 1 ψ e 1 ψ
e 1

         


 (1) . Αν ψ 0  , τότε η  (1) γίνεται 
χ0 e 1   , αδύνατη ,  άρα  ψ 0  , οπότε από την (1) προκύπτει ότι : 

 χ 1 ψe 0 ψ 1 ψ 0 0 ψ 1
ψ


          . Άρα ορίζεται η συνάρτηση  1 0 ,  1g  :   
 με 

τύπο  :  1 1 χχ n
χ

g
      

  . 

   

Γ4 . Αρκεί να αποδείξουμε ότι η εξίσωση :     1
χ

1 1 χχ = χ n
e 1 χ

g g
        

  έχει μοναδική λύση 

στο  1g g
0 ,  1 =   . Θεωρούμε τη συνάρτηση     χ 1 χh : h χ e 1 n 1

χ
        

   για την οποία 

ισχύουν :  
χ 0
im  h χ


  , διότι   χ

χ 0
im e 1 2


   και 

1 χ  = u
χ

u uχ  0

1 χim n  im nu = +
χ



 

        
     , 

άρα 

Askisopolis

Μάνος Μαυρογιάννης



υπάρχει  1 1χ 0 :  h χ 0    και  
χ 1
im  h χ


 ,  διότι   χ

χ 1
im e 1 e 1


    και 

1 χ  = u
χ

χ  1 u 0 u 0

1 χim n  im nu = 
χ  



  

        
     ,  άρα  υπάρχει  2 1 2χ > χ 0 :  h χ 0    . Η συνάρτηση h  

είναι συνεχής στο   1 2χ  , χ  , ως άθροισμα , γινόμενο και σύνθεση συνεχών συναρτήσεων και  

ισχύει :    1 2 h χ h χ 0   , οπότε , από το Θ. Bolzano , θα υπάρχει ένα τουλάχιστον  
     1 2ξ χ  , χ 0 ,  1  : h ξ 0    . Θα αποδείξουμε ότι το  ξ 0 ,  1   είναι μοναδικό . Η συνάρτηση 

h  είναι παραγωγίσιμη στο  0 ,  1  με  
   

χ 1 χ 1 1h χ e n
χ χ 1 χ χ 1 χ

                  
  (μετά από 

αρκετές πράξεις) , όπου 
 

1 0
χ 1 χ


 

 για κάθε  χ 0 ,  1   και 
 

1 χ 1n 0
χ χ 1 χ

         
   , για 

κάθε  χ 0 ,  1   , αφού από γνωστή εφαρμογή του βιβλίου ισχύει :  nχ χ 1   για κάθε χ 0  ,  
οπότε για  

   
1 χ 1 χ 1 χ 1 χ 1 1 χ 1 2 χ 3χ 0 n 1 n 1 0

χ χ χ χ χ 1 χ χ χ 1 χ 1 χ
                                   

   

για κάθε  χ 0 ,  1   , άρα η συνάρτηση h  είναι γνησίως φθίνουσα , άρα και  1 1  στο  0 ,  1  , 
οπότε η εξίσωση  h χ 0  έχει μοναδική ρίζα την  χ = ξ  .  
 
ΘΕΜΑ Δ 
Δ1 . Έχουμε :         

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( )( ) ( ) ( )

χ χ χ χ

χ χ χ χ

f χ f χ f χ f χ f χ f χ e f χ e f χ e f χ e f χ

e f χ e f χ e f χ e f χ c , c  .

− − − −

− − − −

′′ ′′ ′ ′ ′′ ′ ′= ⇒ − = − ⇒ ⋅ − ⋅ = ⋅ − ⋅ ⇒

′ ′′ ′⇒ ⋅ = − ⋅ ⇒ ⋅ = − ⋅ + ∈
       

Για  χ = 0  παίρνουμε : c = 1  ,  άρα 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( )

2 χ
χ χ χ χ χ 2 χ χ

2 χ
χ

1 1

ee f χ e f χ 1 f χ f χ e e f χ e f χ = e e f χ
2

ee f χ c  , c  .
2

⋅
− − ⋅

⋅

′ ′′ ′ ′⋅ = − ⋅ + ⇒ + = ⇒ ⋅ + ⋅ ⇒ ⋅ = ⇒ 
 

⇒ ⋅ = + ∈

  

 Για  χ = 0  παίρνουμε : 1c  = 1  ,  άρα ( ) ( )
2 χ χ χ

χ e e ee f χ 1 f χ ,  χ  .
2 2

⋅ −+
⋅ = + ⇒ = ∈   

Δ2 . Έχουμε : ( )
χ χ

χ χ1 e e 1f χ ημχ = ημχ e e ημχ 0 .
2 2 2

−
−−′ = ⋅ ⇒ ⋅ ⇒ − − =  

Θεωρούμε τη συνάρτηση ( ) χ χτ : τ χ = e e ημχ−− −   , με ( )τ 0 = 0  , παραγωγίσιμη στο    ως 
άθροισμα και σύνθεση παραγωγισίμων συναρτήσεων με ( ) χ χτ χ = e e συνχ 1−′ + − ≥  , για κάθε 
χ ∈ , διότι (από γνωστή εφαρμογή της Α΄ Λυκείου ) επειδή  χe 0>  , άρα χ χ e e 2−+ ≥  και 
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συνχ 1− ≥ −  ,  δηλαδή η συνάρτηση τ  είναι γνησίως αύξουσα στο    , άρα  στο χ = 0  , η 
συνάρτηση τ  έχει μοναδική ρίζα το 0 .  
Δ3 . (α)  Έχουμε : ( )( ) ( )( )

( )
( )( )( ) ( ) ( ) ( )

1χ  g χ
1 1 1h g χ χ h g χ χ h g g χ g χ h χ g χ   

−→
− − −≤ ⇒ ≤ ⇒ ≤ ⇒ ≤

(1) 
Θα αποδείξουμε ότι και η συνάρτηση 1g  είναι γνησίως αύξουσα  στο    , δηλαδή , για κάθε   

1 2χ  , χ   με 1 2χ < χ  ότι θα ισχύει :     1 1
1 2g χ  < g χ   . Yποθέτουμε ότι για κάθε  1 2χ  , χ    με 

1 2χ < χ  θα ισχύει :    1 1
1 2g χ g χ   . Τότε θα ισχύει :      1 1

1 2 1 2g g χ g  g χ χ χ     , το 
οποίο είναι άτοπο , άρα θα ισχύει     1 1

1 2g χ < g χ   για κάθε 1 2χ < χ  , άρα η συνάρτηση 1g  είναι   
    γνησίως αύξουσα στο   . 
Έχουμε ( )( ) ( )( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( )

1g
1 1 1χ g h χ χ g h χ g χ g g h χ g χ h χ  

−

− − −≤ ⇒ ≤ ⇒ ≤ ⇒ ≤



 (2) .  

Από τις σχέσεις (1)  ,  (2) προκύπτει ότι : ( ) ( )1h χ g χ−=  με h gΑ = Α =   , άρα  1h g−=  . 

     (β)  Αν από το Δ3 (α) ερώτημα θέσουμε όπου ( ) ( )g χ = f χ′   , αφού ( )
χ χe ef χ 0 

2

−+′′ = >  

       και  ( ) ( )φ χ h χ=  , προκύπτει ότι : ( ) ( ) ( ) ( )( ) 11φ χ h χ g χ f χ
−− ′= = =  , όπου ( )

χ χe ef χ
2

−−′ = . 

     Θέτουμε : ( )
χχ χ e   ω  0

χ 2
χ

e e 1f χ ψ 2 ψ e ω 2 ψ ω 1 0
2 e

− = >−′ = = ⇒ ⋅ = − ⇒ − ⋅ ⋅ − =  τριώνυμο με   

     24 1 0ψ     και ρίζες  2ω ψ + ψ 1 0= + >  , διότι 2 2 ψ 1 ψ ψ ψ+ > = ≥ −   και    

      2ω ψ ψ 1 0= − + <  , διότι 2ψ < ψ 1+  για κάθε ψ∈  (το αποδεικνύουμε για ψ = 0  ,   
    ψ > 0   και ψ < 0 ) , άρα αυτή η περίπτωση απορρίπτεται .  Έτσι έχουμε   

    ( ) ( ) ( )χ 2 2 2ω e  = ψ + ψ 1 χ n ψ + ψ 1 φ χ n χ + χ 1= + ⇒ = + ⇒ = +   και η συνάρτηση φ   

    είναι συνεχής στο   ως σύνθεση των συνεχών συναρτήσεων  nχ  , στο ( )0 ,+∞  και    

    2χ + χ 1+  στο   . 

     Δ4 . (α) Ισχύει : ( ) ( )
χ χ

β β χ χ
β βχ e e 1 F χ  β f β F χ e e

β 2 2

−
−  +  ′= ⋅ = ⋅ ⇒ = ⋅ −   

  
 και    

        ( )
χ χ

β β1 F χ e e
2 β

− ′′ = ⋅ + ⋅  
, άρα παίρνουμε :    

( )( )

( )

2χ χ 2 χ 2 χ2 β β β β

χ χ
β β

1 1  1 F χ  1 e e  1 e e 2
2 4

1 e e β F χ  .
2

⋅ ⋅− −

−

    ′+ = + ⋅ − = + ⋅ + − =    
    

  ′′= ⋅ + = ⋅ 
 

 

(β)  Από τον τύπο της συνάρτησης  F   προκύπτει ότι ( ) F χ 0>  , για κάθε  χ∈  . Έστω    
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   ( )( )χ ,  F χΜ  ένα τυχαίο σημείο της FC   με    χ > 0  .   Ισχύει ˆ ˆ ω = φ  (ως οξείες με πλευρές   
    κάθετες) , άρα  ( ) εφω = εφφ = F χ′  . Από γνωστό τύπο της τριγωνομετρίας θα ισχύει : 

( )( )
( )

( ) ( ) ( )
α

χ χ2 2 2 β β

1 1 1 1 2 2 β συνω =  = = = = =  
F χβ F χ F χ1 εφ ω 1 εφ φ 1 F χ e e 2

β
−

=
′′⋅+ + ′+ + ⋅

, 

 απ ’ όπου παίρνουμε : ( ) ( )β F χ συνω == ⋅ ΜΡ  . Αν  χ < 0  , έχουμε ότι 0ˆ ˆ ω + φ = 180  , άρα και 
πάλι ισχύει :  εφω = εφφ , άρα καταλήγουμε ότι  ( )β = ΜΡ  . 
 
                                                                                       
     

Askisopolis

Μάνος Μαυρογιάννης


